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Mở đầu

Trong toán học, một ma phương (còn gọi là ma trận kỳ ảo hoặc hình vuông

ma thuật) bậc n là cách sắp xếp n2 số thành một hình vuông gồm n hàng, n cột

sao cho tổng các số trên mỗi hàng, mỗi cột và trên hai đường chéo là bằng một

hằng số. Hằng số này được gọi là hằng số ma phương.

Khái niệm ma phương xuất hiện lần đầu tiên trong lịch sử Trung Hoa cổ đại.

Truyền thuyết kể rằng trong một trận lụt lớn thời Trung Hoa cổ đại (thời gian

cụ thể chưa rõ ràng, có tài liệu ghi khoảng năm 650 trước công nguyên, có tài

liệu ghi khoảng năm 2200 trước công nguyên ...), người ta thấy trên mai một

con rùa có một bảng số hình vuông 3 hàng, 3 cột:4 9 2

3 5 7

8 1 6

 .
Điều đặc biệt của bảng số này là tổng các số trên mỗi hàng, mỗi cột và mỗi

đường chéo đều bằng 15.

Thông thường người ta xét các ma phương cấp n với các n2 phần tử là các

số tự nhiên từ 1 đến n. Ma phương thông thường này tồn tại với mọi n ≥ 1 trừ

trường hợp n = 2 (trường hợp n = 1 là trường hợp tầm thường). Tuy nhiên, có

một số khái niệm ma phương khác cũng được định nghĩa dựa trên một số tính

chất của bảng số.

Mục đích của luận văn này là nghiên cứu và trình bày lại một số khái niệm

và tính chất của ma phương.

Tập các ma phương bậc n rõ ràng là một tập con của tập các ma trận vuông

cấp n. Hơn nữa, cũng dễ dàng thấy rằng tập các ma phương cấp n đóng kín với

các phép toán cộng ma trận và nhân ma trận với một số. Điều này kéo theo tập

các ma phương cấp n kế thừa cấu trúc không gian vectơ của không gian vectơ

các ma trận vuông cấp n. Mục tiêu đầu tiên của luận văn là làm rõ cấu trúc
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không gian vectơ trên tập các ma phương, xác định số chiều của không gian này.

Ngoài ra, trình bày một số tính chất về hàng, về cột của các ma phương.

Mục tiêu thứ hai của luận văn là trình bày một số phương pháp xây dựng

các ma phương. Chưa có một phương pháp cụ thể nào có thể xây dựng được

tất cả các ma phương. Mỗi phương pháp có đặc điểm riêng. Trong luận văn này,

chúng tôi mới chỉ dừng lại ở việc giới thiệu một vài phương pháp thông thường

để xây dựng một số ma phương.

Nội dung chính của luận văn được chia thành ba chương. Chương 1 trình

bày một số kiến thức chuẩn bị. Ở đây, chúng tôi chỉ trình bày sơ lược lại một

số kiến thức về ma trận, không gian vectơ để phục vụ cho việc làm rõ cấu trúc

không gian vectơ của tập các ma phương. Chương 2 tập trung làm rõ cấu trúc

không gian vectơ, chứng minh tập các ma phương cấp n là một không gian

vectơ, không gian này có không gian vectơ con là tập các ma phương cấp n có

hằng số ma phương bằng 0 (gọi là các ma phương không); xác định số chiều của

hai không gian vectơ này. Phần cuối của chương trình bày một số tính chất về

tích vô hướng của các hàng, các cột và giá trị riêng của ma phương. Chương 3

giới thiệu bốn phương pháp xây dựng ma phương: phương pháp Hindu; phương

pháp của Bachet de Méziriac; phương pháp của Phillipe de la Hire; phương pháp

bước đồng bộ.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

1.1 Không gian vectơ

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại một cách sơ lược một số kiến thức

chuẩn bị về không gian vectơ, ma trận, hệ phương trình tuyến tính. Nội dung

của chương được tham khảo tài liệu [1].

1.1.1 Khái niệm không gian vectơ

Định nghĩa 1.1.1. Xét tập V khác rỗng mà mỗi phần tử ta quy ước gọi là một

vectơ và trường số thực R. Giả sử trong V ta định nghĩa được hai phép toán:

phép cộng hai vectơ và phép nhân một vectơ với một số thực.

Phép cộng hai vectơ là một luật hợp thành trong trên V cho phép tạo ra từ

một cặp vectơ x, y ∈ V một vectơ duy nhất gọi là tổng của chúng, kí hiệu là

x+ y.

Phép nhân một vectơ với một số, còn gọi là phép nhân với vô hướng, là một

luật hợp thành ngoài trên trên V cho phép tạo ra từ một vectơ x ∈ V và một

số thực k ∈ R một vectơ duy nhất gọi là tích của chúng, kí hiệu là kx.

Nếu 10 điều kiện sau được thảo mãn với mọi x, y, z ∈ V và mọi k, i ∈ R thì

tập V được gọi là một không gian vectơ trên trường R:
(1) Nếu x và y ∈ V thì x+ y ∈ V;

(2) x+ y = y + x, ∀x, y ∈ V;

(3) x+ (y + z) = (x+ y) = z, ∀x, y, z ∈ V;
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(4) Tồn tại vectơ θ ∈ V sao cho

θ + x = x+ θ = x,∀x ∈ V;

(5) Với mỗi x ∈ V tồn tại vectơ −x ∈ V sao cho

x+ (−x) = (−x) + x = θ;

(6) Nếu k ∈ R và x ∈ V thì kx ∈ V;

(7) k(x+ y) = kx+ ky;

(8) (k + l)x = kx+ lx;

(9) k(lx) = (kl)x;

(10) 1.x = x.

Ví dụ 1.1.2. Xét Rn là tập mà mỗi phần tử là một bộ n số thực có thứ tự

(x1, x2, ..., xn), còn gọi là một vectơ n thành phần. Xét

x = (x1, x2, ..., xn) và y = (y1, y2, ..., yn).

Phép cộng vectơ và phép nhân với vô hướng định nghĩa như sau

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn),

kx = (kx1, kx2, ..., kxn), k ∈ R.

Ngoài ra x = y khi và chỉ khi xi = yi,∀i. Với các phép toán trên, dễ dàng kiểm

tra được rằng Rn là một không gian vectơ (thực).

Dưới đây là một số tính chất đơn giản của không gian vectơ:

Mệnh đề 1.1.3. (a) Phần tử trung hòa θ là duy nhất, còn gọi là vectơ không.

(b) Phần tử đối xứng −x của bất kì vectơ x nào thuộc V cũng là duy nhất.

(c) ∀x ∈V ta đều có 0x = θ.

(d) ∀x ∈V ta đều có −x = (−1)x.
(e) ∀k ∈ R ta đều có kθ = θ.

(f) Với x ∈V, và k ∈ R ta có: nếu kx = θ thì hoặc k = 0 hoặc x = θ.



5

1.1.2 Không gian con và hệ sinh

Định nghĩa 1.1.4. Cho V là một không gian vectơ, W là một tâp con của V.

Nếu với hai phép toán trên V, W cũng là một không gian vectơ thì W được gọi

là một không gian con của V.

Như vậy muốn chứng tỏ W ⊂ V là một không gian con của V ta phải chứng

minh rằng bản thân W với hai phép toán cộng vectơ và nhân vectơ với một số

đã định nghĩa trong V, cũng thỏa mãn 10 tiên đề của không gian vectơ. Định lý

sau giúp cho việc chứng mình W ⊂ V là một không gian con của V đơn giản

hơn.

Định lý 1.1.5. Cho V là một không gian vectơ, W ⊂ V,W 6= ∅. Để W là

không gian con của V điều kiện cần và đủ là hai tính chất sau được thỏa mãn:

(a) Nếu u và v ∈ W thì u + v ∈ W (tức là W đóng kín đối với phép cộng

vectơ).

(b) Nếu k ∈ R, u ∈ W thì ku ∈ W (tức là W đóng kín đối với phép nhân

vectơ với một số thực).

Định nghĩa 1.1.6. Cho V là một không gian vectơ, S là họ vectơ {x1, x2, ..., xn}
của V. Biểu thức

c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn, với ci ∈ R,

là một vectơ thuộc V và được gọi là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ của

họ S, hay cũng có thể nói gọn là tổ hợp tuyến tính của họ S. Tập hợp tất cả các

tổ hợp tuyến tính của S được gọi là bao tuyến tính của S, ký hiệu span(S).

Định lý 1.1.7. W = span(S) là một không gian con của V.

Định nghĩa 1.1.8. Cho V là một không gian vectơ, S ⊂ V. Nếu span(S) = V,

tức là nếu mọi x ∈ V đều có biểu diễn

x = c1x1 + ...+ cnxn

thì ta nói S là một hệ sinh của V.


